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制御対象とコントローラの表現
フィードバック制御系の安定性
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制御対象とコントローラの表現
フィードバック制御系の安定性

ẋp(t) = Apxp(t) +Bpu(t) xp(t0) = xp0

z(t) = Cpxp(t) t ≥ t0

Ap ∈ Rnp×np Bp ∈ Rnp×1 Cp ∈ R1×np

P (s) = Cp(sI −Ap)
−1Bp =

1

det(sI −Ap)
Cpadj(sI −Ap)Bp



制御対象とコントローラの表現
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C(s) =
bcnc

n
sn

c
n + bcnc

n−1s
nc
n−1 + · · ·+ bc1s+ bc0

sn
c
d + acnc

d−1s
nc
d−1 + · · ·+ ac1s+ ac0

nc
n ≤ nc

d

Nc(s) = bcnc
n
sn

c
n + bcnc

n−1s
nc
n−1 + · · ·+ bc1s+ bc0

Dc(s) = sn
c
d + acnc

d−1s
nc
d−1 + · · ·+ ac1s+ ac0

C(s) =
Nc(s)

Dc(s)



制御対象とコントローラの表現
フィードバック制御系の安定性
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ẋc(t) = 0xc(t) + 0e(t)

u(t) = 0xc(t) + 3e(t)

u = 3e+
1

s
e =

3s+ 1

s
e
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制御対象とコントローラの表現
フィードバック制御系の安定性
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有界入力有界出力安定性
フィードバック制御系の安定性
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有界入力有界出力安定性
フィードバック制御系の安定性
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有界入力有界出力安定性
フィードバック制御系の安定性
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a フィードバック制御系の構成要素: 制御対象 P

b フィードバック制御系の構成要素: コントローラ C

c フィードバック制御系

Figure: フィードバック制御系の安定性
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フィードバック制御系の安定性

w

a フィードバック制御系の構成要素: 制御対象 P

b フィードバック制御系の構成要素: コントローラ C

c フィードバック制御系

Figure: フィードバック制御系の安定性



有界入力有界出力安定性
フィードバック制御系の安定性

w

a フィードバック制御系の構成要素: 制御対象 P

b フィードバック制御系の構成要素: コントローラ C

c フィードバック制御系

Figure: フィードバック制御系の安定性
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有界入力有界出力安定性
フィードバック制御系の安定性

安定性の定義 (フィードバック制御系の有界入力有界出力安定性)
任意の有界入力 w, r に対する出力 z, u が有界



有界入力有界出力安定性
フィードバック制御系の安定性
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有界入力有界出力安定性
フィードバック制御系の安定性
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有界入力有界出力安定性
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有界入力有界出力安定性

安定性の定義 1 (有界入力有界出力安定性)
任意の有界入力 u に対する出力 z が有界
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有界入力有界出力安定性
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有界入力有界出力安定性
フィードバック制御系の安定性
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有界入力有界出力安定性
フィードバック制御系の安定性
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特性多項式
フィードバック制御系の安定性
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定 理 (フィードバック制御系の有界入力有界出力安定性)
フィードバック制御系が有界入力有界出力安定性となる必
要十分条件は, ϕ(s) = Dc(s)Dp(s) +Nc(s)Np(s) = 0 のす
べての根の実数部が負であることである



有界入力有界出力安定性
フィードバック制御系の安定性

安定性の定義 (フィードバック制御系の有界入力有界出力安定性)
任意の有界入力 w, r に対する出力 z, u が有界

定 理 (フィードバック制御系の有界入力有界出力安定性)
フィードバック制御系が有界入力有界出力安定性となる必
要十分条件は, 四つの伝達関数 Gzw(s), Gzr(s), Guw(s),
Gur(s) がすべて有界入力有界出力安定であることである

定 理 (フィードバック制御系の有界入力有界出力安定性)
フィードバック制御系が有界入力有界出力安定性となる必
要十分条件は, ϕ(s) = Dc(s)Dp(s) +Nc(s)Np(s) = 0 のす
べての根の実数部が負であることである
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フィードバック vs フィードフォワード
フィードバック制御系の安定性
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ちょっと復習



漸近安定性

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) x(t0) = x0

z(t) = Cx(t) t ≥ t0

A ∈ Rn×n B ∈ Rn×1 C ∈ R1×n

零入力応答

x(t) = eAtx0 eAt = L−1[ (sI −A)−1 ]

安定性の定義 3 (漸近安定性)
任意の x0 に対して x(t) = eAtx0 → 0

定 理 (漸近安定)
任意の x0 に対して x(t) = eAtx0 → 0 であるための必要
十分条件は, 行列 A のすべての固有値の実数部が負である
ことである.



状態空間表現について, 補足

G(s) = C(sI −A)−1B

(漸近安定) ⇔ (行列 A のすべての固有値の実数部が負)

⇒ (伝達関数 G(s) = C(sI −A)−1B の
すべての極の実数部が負)

⇔ (有界入力有界出力安定)



ここまで復習



漸近安定性
フィードバック制御系の安定性

ẋp(t) = Apxp(t) +Bp(w(t) + u(t)) xp(t0) = xp0

z(t) = Cpxp(t) t ≥ t0

Ap ∈ Rnp×np Bp ∈ Rnp×1 Cp ∈ R1×np

ẋc(t) = Acxc(t) +Bc(r(t)− z(t)) xc(t0) = xp0

u(t) = Ccxc(t) +Dc(r(t)− z(t)) t ≥ t0

Ac ∈ Rnc×nc Bc ∈ Rnc×1 Cc ∈ R1×nc Dc ∈ R



漸近安定性
フィードバック制御系の安定性

e(t) = r(t)− z(t) = r(t)− Cpxp(t)

ẋc(t) = Acxc(t) +Bce(t) = Acxc(t) +Bc(r(t)− Cpxp(t))

= −BcCpxp(t) +Acxc(t) +Bcr(t)

= [−BcCp Ac ]

[
xp(t)
xc(t)

]
+ [ 0 Bc ]

[
w(t)
r(t)

]

u(t) = Ccxc(t) +Dce(t) = Ccxc(t) +Dc(r(t)− Cpxp(t))

= −DcCpxp(t) + Ccxc(t) +Dcr(t)

= [−DcCp Cc ]

[
xp(t)
xc(t)

]
+ [ 0 Dc ]

[
w(t)
r(t)

]



漸近安定性
フィードバック制御系の安定性

ẋp(t) = Apxp(t) +Bp(w(t) + u(t))

= Apxp(t) +Bp(w(t)−DcCpxp(t) + Ccxc(t) +Dcr(t))

= (Ap −BpDcCp)xp(t) +BpCcxc(t) +Bpw(t) +BpDcr(t)

= [Ap −BpDcCp BpCc ]

[
xp(t)
xc(t)

]
+ [Bp BpDc ]

[
w(t)
r(t)

]

z(t) = [ Cp 0 ]

[
xp(t)
xc(t)

]
+ [ 0 0 ]

[
w(t)
r(t)

]



漸近安定性
フィードバック制御系の安定性

[
ẋp(t)
ẋc(t)

]
=

[
Ap −BpDcCp BpCc

−BcCp Ac

] [
xp(t)
xc(t)

]
+

[
Bp BpDc

0 Bc

] [
w(t)
r(t)

]
[
z(t)
u(t)

]
=

[
Cp 0

−DcCp Cc

] [
xp(t)
xc(t)

]
+

[
0 0
0 Dc

] [
w(t)
r(t)

]
[
xp(t0)
xc(t0)

]
=

[
xp0
xc0

]
t ≥ t0



漸近安定性
フィードバック制御系の安定性

零入力応答:[
ẋp(t)
ẋc(t)

]
=

[
Ap −BpDcCp BpCc

−BcCp Ac

] [
xp(t)
xc(t)

] [
xp(0)
xc(0)

]
=

[
xp0
xc0

]
t ≥ 0

安定性の定義 (フィードバック制御系の漸近安定性)
任意の初期条件 [

xp(0)
xc(0)

]
=

[
xp0
xc0

]
に対する零入力応答が[

xp(t)
xc(t)

]
→

[
0
0

]



漸近安定性
フィードバック制御系の安定性

零入力応答:[
ẋp(t)
ẋc(t)

]
=

[
Ap −BpDcCp BpCc

−BcCp Ac

] [
xp(t)
xc(t)

] [
xp(0)
xc(0)

]
=

[
xp0
xc0

]
t ≥ 0

(フィードバック制御系は漸近安定)

⇔

(行列
[
Ap −BpDcCp BpCc

−BcCp Ac

]
のすべての固有値の実数部が負)



漸近安定性
フィードバック制御系の安定性

P (s) =
1

s− 2
C(s) =

s− 2

s+ 1
⇒ C(s) =

5(s+ 1)

s

ẋp(t) = 2xp(t) + u(t)

z(t) = xp(t)

ẋc(t) = 0xc(t) + 2e(t)

u(t) = 2.5xc(t) + 5e(t)

[
Ap −BpDcCp BpCc

−BcCp Ac

]
=

[
2− 5 2.5
−2 0

]
=

[
−3 2.5
−2 0

]

det(λI −
[
−3 2.5
−2 0

]
) = det(

[
λ+ 3 −2.5
2 s

]
)

= λ(λ+ 3) + 5 = λ2 + 3λ+ 5 = 0

固有値: λ1,2 = (−3± j
√
11)/2 Re[ λ1,2 ] = −3/2 < 0 漸近安定



漸近安定性
フィードバック制御系の安定性

零入力応答:[
ẋp(t)
ẋc(t)

]
=

[
Ap −BpDcCp BpCc

−BcCp Ac

] [
xp(t)
xc(t)

] [
xp(0)
xc(0)

]
=

[
xp0
xc0

]
t ≥ 0

(フィードバック制御系は漸近安定)

⇔

(行列
[
Ap −BpDcCp BpCc

−BcCp Ac

]
のすべての固有値の実数部が負)



漸近安定性
フィードバック制御系の安定性[

ẋp(t)
ẋc(t)

]
=

[
Ap −BpDcCp BpCc

−BcCp Ac

] [
xp(t)
xc(t)

] [
xp(0)
xc(0)

]
=

[
xp0
xc0

]
t ≥ 0

安定性の定義 (フィードバック制御系の漸近安定性)
任意の初期条件 [

xp(0)
xc(0)

]
=

[
xp0
xc0

]
に対する零入力応答が[

xp(t)
xc(t)

]
→

[
0
0

]
定 理 (フィードバック制御系の漸近安定性)

フィードバック制御系が漸近安定となる必要十分条件は,

行列
[
Ap −BpDcCp BpCc

−BcCp Ac

]
のすべての固有値の実数部

が負となることである



フィードバック制御系の安定性

(フィードバック制御系は漸近安定)

⇔

(行列
[
Ap −BpDcCp BpCc

−BcCp Ac

]
のすべての固有値の実数部が負)

⇒
(Dc(s)Dp(s) +Nc(s)Np(s) = 0 のすべての根の実数部が負)

⇔
(フィードバック制御系は有界入力有界出力安定)



フィードバック制御系の安定性

det (sI −
[
Ap −BpDcCp BpCc

−BcCp Ac

]
) = Dc(s)Dp(s) +Nc(s)Np(s)

を示せばよい

資料の 11.4.1 節 を参照



有界入力有界出力安定性
フィードバック制御系の安定性

P (s) =
Np(s)

Dp(s)
C(s) =

Nc(s)

Dc(s)

Gzw(s) =
Dc(s)Np(s)

Dc(s)Dp(s) +Nc(s)Np(s)
Gzr(s) =

Nc(s)Np(s)

Dc(s)Dp(s) +Nc(s)Np(s)

Guw(s) =
−Nc(s)Np(s)

Dc(s)Dp(s) +Nc(s)Np(s)
Gur(s) =

Nc(s)Dp(s)

Dc(s)Dp(s) +Nc(s)Np(s)

(フィードバック制御系は有界入力有界出力安定)

⇔
(四つの伝達関数 Gzw(s), Gzr(s), Guw(s), Gur(s) が

すべて有界入力有界出力安定)

⇔
(Dc(s)Dp(s) +Nc(s)Np(s) = 0 のすべての根の実数部が負)



漸近安定性
フィードバック制御系の安定性

零入力応答:[
ẋp(t)
ẋc(t)

]
=

[
Ap −BpDcCp BpCc

−BcCp Ac

] [
xp(t)
xc(t)

] [
xp(0)
xc(0)

]
=

[
xp0
xc0

]
t ≥ 0

(フィードバック制御系は漸近安定)

⇔

(行列
[
Ap −BpDcCp BpCc

−BcCp Ac

]
のすべての固有値の実数部が負)



フィードバック制御系の安定性

(フィードバック制御系は漸近安定)

⇔

(行列
[
Ap −BpDcCp BpCc

−BcCp Ac

]
のすべての固有値の実数部が負)

⇒
(Dc(s)Dp(s) +Nc(s)Np(s) = 0 のすべての根の実数部が負)

⇔
(フィードバック制御系は有界入力有界出力安定)
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