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ラプラス変換の性質� �
定 義: ラプラス変換
時間関数 x(t), t ≥ 0 (ただし t < 0 の時は x(t) = 0 とする) のラプ
ラス変換をつぎで定義する.

x(s) = L[ x(t) ] =
∫ ∞

0
x(t)e−stdt

x(t) : 時間関数 x(s) : x(t) のラプラス変換
s : 複素数 s = σ + jω

より正確には L−[ x(t) ] =

∫ ∞

0−
x(t)e−stdt = lim

ϵ→0
ϵ>0

∫ ∞

−ϵ
x(t)e−stdt

� �



ラプラス変換の性質

x(s) = L[ x(t) ] =
∫ ∞

0
x(t)e−stdt

� �
線形性

L[ ax(t) + by(t) ] = ax(s) + by(s)� �



ラプラス変換の性質

x(s) = L[ x(t) ] =
∫ ∞

0
x(t)e−stdt

� �
時間微分

L[ dx(t)

dt
] = sx(s)− x(0)� �

部分積分: ∫ b

a
f(x)ġ(x)dx = [ f(x)g(x) ]ba −

∫ b

a
ḟ(x)g(x)dx



ラプラス変換の性質

x(s) = L[ x(t) ] =
∫ ∞

0
x(t)e−stdt

� �
時間微分

L[ dx(t)

dt
] = sx(s)− x(0)� �

y(t) =
dx(t)

dt

L[ d2x(t)

dt2
] = L[ dy(t)

dt
] = sy(s)− y(0)

= s(sx(s)− x(0))− ẋ(0)

= s2x(s)− sx(0)− ẋ(0)



ラプラス変換の性質

L[ x(t) ] = x(s)

L[ dx(t)

dt
] = sx(s)− x(0)

L[ d2x(t)

dt2
] = s2x(s)− sx(0)− ẋ(0)

L[ d3x(t)

dt3
] = s3x(s)− s2x(0)− sẋ(0)− ẍ(0)

L[ d4x(t)

dt4
] = s4x(s)− s3x(0)− s2ẋ(0)− sẍ(0)− ...

x (0)

...



ラプラス変換の性質

x(s) = L[ x(t) ] =
∫ ∞

0
x(t)e−stdt

� �
時間積分

L[
∫ t

0
x(τ)dτ ] =

1

s
x(s)� �

y(t) =

∫ t

0
x(τ)dτ

dy(t)

dt
= x(t) y(0) =

∫ 0

0
x(τ)dτ = 0



ラプラス変換の性質

x(s) = L[ x(t) ] =
∫ ∞

0
x(t)e−stdt

� �
時間積分

L[
∫ t

0
x(τ)dτ ] =

1

s
x(s)� �

∫ t

0
y(τ)dτ

L[
∫ t

0

∫ τ

0
x(τ1)dτ1dτ ] = L[

∫ t

0
y(τ)dτ ] =

1

s
y(s) =

1

s
L[

∫ τ

0
x(τ1)dτ1 ]

=
1

s

1

s
x(s) =

1

s2
x(s)



ラプラス変換の性質

L[ x(t) ] = x(s)

L[
∫ t

0
x(τ)dτ ] =

1

s
x(s)

L[
∫ t

0

∫ τ

0
x(τ1)dτ1dτ ] =

1

s2
x(s)

L[
∫ t

0

∫ τ

0

∫ τ1

0
x(τ2)dτ2dτ1dτ ] =

1

s3
x(s)

L[
∫ t

0

∫ τ

0

∫ τ1

0

∫ τ2

0
x(τ3)dτ3dτ2dτ1dτ ] =

1

s4
x(s)

...



ラプラス変換の性質

微 分: s をかけること 積 分:
1

s
をかけること

L[ dx(t)

dt
] = sx(s)− x(0) L[

∫ t

0
x(τ)dτ ] =

1

s
x(s)

� �
表の世界 入力 u(t) −→ 微分方程式 −→ 出力 x(t)

↓ ↑
ラプラス変換 逆ラプラス変換

↓ ↑
裏の世界 U(s) −→ 代数方程式 −→ x(s)� �



ラプラス変換の性質

� �
時間領域推移

L[ x(t− τ) ] = e−τsL[ x(t) ]� �

� �
s 領域推移

L[ e−atx(t) ] = X(s+ a)� �� �
時間スケーリング

L[ x(at) ] = 1

a
X(

s

a
)� �



ラプラス変換の性質

� �
時間領域推移

L[ x(t− τ) ] = e−τsL[ x(t) ]� �� �
s 領域推移

L[ e−atx(t) ] = X(s+ a)� �

� �
時間スケーリング

L[ x(at) ] = 1

a
X(

s

a
)� �



ラプラス変換の性質

� �
時間領域推移

L[ x(t− τ) ] = e−τsL[ x(t) ]� �� �
s 領域推移

L[ e−atx(t) ] = X(s+ a)� �� �
時間スケーリング

L[ x(at) ] = 1

a
X(

s

a
)� �



ラプラス変換の性質

� �
s 領域での微分

L[−tx(t) ] =
d

ds
X(s)� �

� �
畳み込み積分

L[
∫ t

0
x(τ)y(t− τ)dτ ] = L[ x(t) ]L[ y(t) ]� �



ラプラス変換の性質

� �
s 領域での微分

L[−tx(t) ] =
d

ds
X(s)� �� �

畳み込み積分

L[
∫ t

0
x(τ)y(t− τ)dτ ] = L[ x(t) ]L[ y(t) ]� �



ラプラス変換の性質

� �
最終値の定理

lim
t→∞

x(t) = lim
s→0

sX(s)� �

� �
初期値の定理

x(0+) = lim
t→0
t>0

x(t) = lim
s→∞

sX(s)

� �



ラプラス変換の性質

� �
最終値の定理

lim
t→∞

x(t) = lim
s→0

sX(s)� �� �
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x(0+) = lim
t→0
t>0

x(t) = lim
s→∞

sX(s)

� �
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