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Abstract: A well-designed closed-loop glucose control system needs to consider different layers of dynamics
due to the inter- and inner-subject time variabilities. Model-predictive and adaptive control schemes require
a concise mathematical model, which, ideally, should be composed of simple and manageable state equations.
In this paper, we propose two simplified mathematical models of the type 1 diabetes: the bilinear and the
bilinear switched models. These models are derived from the de facto standard UVA/Padova model, which is
accepted by the U.S. Food and Drug Administration (FDA) as a substitute to animal trials for the preclinical
testing. When downsizing the complexity of the UVA/Padova model, we attempt to preserve as much as
possible its physical meaning to obtain two simplified models without a loss of accuracy. The simplified models
are simulated using two different adult metabolic parameters and compared with the UVA/Padova model.
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1. はじめに
糖尿病は恒常的に血漿中の糖濃度（血糖値）が高くなる
病気である. 血糖値は複数のホルモンにより調節される
が, その中でも重要なホルモンがインスリンである. 1

型糖尿病の場合, なんらかの原因によりインスリンを生
産する β細胞が破壊され, 体内でのインスリン分泌が停
止する. 適切な処置を行わなければ死に至る可能性もあ
り, 外部からのインスリン投与が不可欠である [1].

従来から存在する血糖コントロール手法は, 糖尿病患
者自身が 1日に数回インスリンを皮下注射する方法であ
る. この方法は患者に対する負担が大きく, 現在は自動
でインスリンを投与し血糖値制御を行う人工膵臓の開発
が進められている. 2018年には世界で初めて PID制御
による人工膵臓が実用化された [2].

一方で, モデルベースの制御を行う人工膵臓はまだ研
究段階であり, ロバスト制御やモデル予測制御を適用し
た血糖値制御の研究が幅広く行われている [3], [4]. 血糖
値応答の数理モデルは複数提案されているが, 2007年,

UVA/Padova Type-1 Diabetes Simulatior [5]は臨床試
験前段階での動物実験の代替として米国の FDA (Food

and Drug Administration)に承認されており, その内部
に含まれる UVA/Padovaモデルは血糖値応答の数理モ
デルとして信頼できるモデルとされている. また, イン
スリン以外のホルモンも併用するマルチホルモン制御も
考えられており, 2013年にはグルカゴンの効果を追加し
たモデル [6] が FDAに承認されているほか, 文献 [7]で
はレプチンの効果を組み込んだモデルも示されている.
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これらのモデルは細かな条件下での血糖値応答を模擬
できる一方で,高次の非線形システムとして記述され,複
雑なモデルとなっている. 血糖値制御は個人間, 時間差
による大きなパラメータ変動に対応する必要がある. そ
の対策としてテイラーメイドモデルの構築や適応制御を
考えるためには, ある程度の精度を保ちつつ, 方程式系
がシンプルなモデルを検討しておくことが有用であると
考えられる.

本稿では, テイラーメイドモデルや適応制御を用い
た制御器の構築を念頭に置き, UVA/Padova モデルの
簡略化に基づく近似モデルの検討を行う. まず 2 節で
FDA/Padovaモデルを示す. 3節ではこれを線形化した
モデルを示し, 線形化する際に問題になる非線形項につ
いて説明する. 4節から 5節では 3節で挙げた問題に着
目して構築した近似モデルを示した後, 6節ではこれら
のモデルの精度の比較を行い, 7節で結論と今後の展望
について述べる.

2. UVA/Padvaモデル
UVA/Padova Type 1 Diabetes Simulator [5] は, 臨床
試験前の動物実験の代わりとして米国のFood and Drug

Administration（FDA）に承認されており, UVA/Padova

モデルはそのシミュレータに含まれるグルコース-イン
スリン動態モデルである.

2.1 UVA/Padovaモデルの状態方程式
(1)-(20)式にモデルの方程式を示す. 状態空間の次元は
12であり,入力はインスリンu(t)[pmol/kg/min],外乱が
食事 d(t)[mg/min],出力が血糖値G(t) = Gp/VG [mg/dl]
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である (各変数, パラメータの説明はTables 1-3を参照).

グルコースシステム
Ġp(t) = EGP (t) +Ra(t)− Uii(t)− E(t)

− k1 ·Gp(t) + k2 ·Gt(t)
(1)

Ġt(t) = −Uid(t) + k1 ·Gp(t)− k2 ·Gt(t) (2)

内因性グルコース産生
EGP (t) = max[0, kp1 − kp2 ·Gp(t)− kp3 · Id(t)] (3)

İ1(t) = −ki · [I1(t)− Ip(t)/VI ] (4)

İd(t) = −ki · [Id(t)− I1(t)] (5)

インスリン非依存のグルコース利用
Uii(t) = Fcns (6)

グルコース腎排出

E(t) =

{
ke1·[Gp(t)− ke2] if Gp(t) > ke2

0 if Gp(t) ≤ ke2
(7)

インスリン依存のグルコース利用

Uid(t) =
Vm(t) ·Gt(t)

Km +Gt(t)
(8)

Vm(t) = Vm0 + Vmx ·X(t) (9)

Ẋ(t) = −p2U ·X(t) + p2U · [Ip(t)/VI − Ib] (10)

消化吸収式
Qsto(t) = Qsto1(t) +Qsto2(t) (11)

Q̇sto1(t) = −kgri ·Qsto1(t) + d(t) (12)

Q̇sto2(t) = −kgut(t) ·Qsto2(t) + kgri ·Qsto1(t) (13)

Q̇gut(t) = −kabs ·Qgut(t) + kgut(t) ·Qsto2(t) (14)

kgut(Qsto) = kmin +
kmax − kmin

2
·

{tanh[α · (Qsto − b ·D)]

− tanh[β · (Qsto − a ·D)] + 2}

(15)

α =
5

2 ·D · (1− b)
, β =

5

2 ·D · a
,

D = Qsto(t̄) +

∫ t̄f

t̄

d(τ)dτ

Ra(t) =
f · kabs ·Qgut(t)

BW
(16)

インスリンシステム
İl(t) = −(m1 +m3) · Il(t) +m2 · Ip(t) (17)

İp(t) = −(m2 +m4) · Ip(t) +m1 · Il(t)

+ ka1 · S1(t) + ka2 · S2(t)
(18)

皮下インスリン動態
Ṡ1(t) = −(ka1 + kd) · S1(t) + u(t) (19)

Ṡ2(t) = kd · S1(t)− ka2 · S2(t) (20)

食事はインパルス的に入力されると仮定し, Dは食事ご
とに切り替わる定数である. 代謝パラメータ (Table 3)

は米国の特許広報 [8]に掲載の, 大人の患者 10人分のパ

ラメータ (Subject : 51 ∼ Subject : 60)が利用可能であ
るが, 本稿では Subject : 51と Subject : 54のパラメータ
を用いて検証を行う.

Table 1: State variables

変数 説明 単位
Gp 血漿中グルコース濃度 [mg/kg]
Gt 組織中グルコース濃度 [mg/kg]

Qsto1 胃内部の個体グルコース量 [mg]
Qsto2 胃内部の液体グルコース量 [mg]
Qgut 腸内部のグルコース量 [mg]
X 遠隔インスリン信号 [pmol/l]
I1 肝臓へのインスリン遅れ信号 [pmol/l]
Id 肝臓へのインスリン遅れ信号 [pmol/l]
Il 肝臓中インスリン濃度 [pmol/kg]
Ip 血漿中インスリン濃度 [pmol/kg]
S1 皮下の複合体インスリン量 [pmol/kg]
S2 皮下の単量体インスリン量 [pmol/kg]

Table 2: Input, output, disturbance and state-

dependent variables

変数 説明 単位
EGP 内因性グルコース産生 [mg/kg/min]
Ra 血漿中へのグルコース出現速度 [mg/kg/min]
Uii インスリン非依存のグルコース利用 [mg/kg/min]
E グルコース腎排出速度 [mg/kg/min]
Uid インスリン依存のグルコース利用 [mg/kg/min]
Vm Uid の飽和速度 [mg/kg/min]
Qsto 胃内のグルコース量 [mg]
kgut 胃内グルコース排出係数 [1/min]
D 累積食事量 [mg]
G 出力 : 血漿中グルコース濃度 [mg/dl]
u 入力 : インスリン投与速度 [pmol/kg/min]
d 外乱 : 食事摂取速度 [mg/min]

Table 3: Metabolic parameters

パラメータ 説明 単位
k1, k2, kp2

kgri, kabs

kmin, kmax

ke1, ki, p2U

m1,m2,

m3,m4

ka1, ka2, kd

速度定数 [1/min]

VG グルコースの分布容積 [dl/kg]
VI インスリンの分布容積 [l/kg]
kp1 グルコース産生パラメータ [mg/kg/min]
kp3 グルコース産生パラメータ [mg/kg/min per pmol/l]
a, b 消化パラメータ [-]
t̄ 食事開始時刻 [min]
t̄f 食事終了時刻 [min]
Fcns グルコース消費パラメータ [mg/kg/min]
BW 体重 [kg]
ke2 グルコース腎排出パラメータ [mg/kg]
Km グルコース消費パラメータ [mg/kg]
Vm0 グルコース消費パラメータ [mg/kg/min]
Vmx グルコース消費パラメータ [mg/kg/min per pmol/l]
Ib インスリン定常値 [pmol/l]
ib 定常インスリン [pmol/kg/min]

3. 線形モデル
まず, UVA/Padovaモデルを平衡点周りで線形近似した
モデルについて示す. 以降, 線形モデルと呼ぶ. インス
リンを定常値 ib だけ投与し, 食事による外乱は 0 とし
た時の平衡点周りで線形化する. ただ, 非線形項の kgut

は kmax から kmin の間で変動するが, この線形化では
kgut = kmaxとして線形化される. これにより kminの情
報は欠落し, 誤差が非常に大きくなってしまう. ここで
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は文献 [9]と同様に kgut = (kmax−kmin)/2と仮定する.

3.1 線形モデルの問題点
あとの Fig. 5の緑線に示すように, 線形モデルは食事時
の大幅な変動を精度良く近似することができない. 線形
モデルは, 食事後の誤差が大きく, 高血糖時の上振れや
低血糖時の下振れが見られる. また, UVA/Padovaモデ
ルには時刻 300 min程度でみられる血糖値の揺れが取り
除かれている. これらの誤差を引き起こす主な原因は,

UVA/Padovaモデルに含まれる胃内グルコース排出係
数 kgut ((15)式)とミカエリスメンテン式Uid ((8)式)の
2つの非線形項である. この 2つの非線形項がどのよう
に線形化されているかを Fig. 1に示す.

(a) Gastric emptying coefficient kgut, (15)式

(b) Michaelis-Menten formula Uid, (8)式

Fig. 1: Linearization of the nonlinear terms in

UVA/Padova model.

kgut は, tanh関数によって記述される非線形項 ((15)

式)である. これにより食事後の血糖値の揺れのような
複雑な軌道が表現されているが, 線形モデルではこの非
線形性は欠落してしまう (Fig. 1 (a) 参照). また, 線形
モデルでは kgut = (kmax − kmin)/2と仮定して線形化
しているが, 患者ごとにパラメータが大きく異なるため,

最適な線形化パラメータも患者ごとに異なる.

Uid は, 体内でのグルコース利用を表す非線形項であ
る. そのまま線形化した場合, 平衡点以外では誤差が大
きい. 血糖値 Gt が高い場合, Uid は小さく見積もられ,

逆に血糖値 Gt が低い場合, Uid は大きく見積もられる

(Fig. 1 (b)参照). Uid は血糖値を減少させる項である.

そのためこの線形近似では, 高血糖時にはより高血糖方
向へ, 低血糖時には低血糖方向への誤差を広げることに
なり, Fig. 5にみられる上振れ, 下振れ誤差が生じる.

4. 双線形モデル
本節では, ミカエリスメンテン式 Uid の精度の良い簡略
化を行い, 加えて UVA/Padovaモデルをコンパートメ
ントごとに低次元化したモデルを考える. 以降, 双線形
モデルと呼ぶ.

4.1 ミカエリス・メンテン式の双線形近似
UVA/Padovaモデルには, ミカエリス-メンテン式によっ
て記述される非線形項, Uid ((8)式)が存在する. Uidは,

状態量Gt(t), X(t)によって決まる変数であり, Fig. 1 (b)

の赤曲面のような概形をしている. この曲面を平面によっ
て近似することは難しい. ここでは, このミカエリスメ
ンテン式を双線形近似することで, 簡単な非線形項に置
き換えることを考える.

状態量Gtが平衡値Gtbのとき, Gt方向の傾きW は,

W =
∂

∂Gt

[
(Vm0 + Vmx ·X(t)) ·Gt

Km +Gt

]∣∣∣∣∣
Gt=Gtb

=
Vm0 ·Km + Vmx ·Km ·X(t)

(Km +Gtb)2

= WxX(t) +W0 (21)

となり, 状態量 X の 1 次式として表される. ただし,

Wx,W0は 2行目のX(t)の係数, 定数項を置き換えたも
のとする. これより, 各X において Gt = Gtb で線形近
似した場合, 全体では双線形近似となり, その近似式は

Ûid(t) = W (X(t)) · (Gt(t)−Gtb) + Uidb(X(t)) (22)

W (X) = WxX(t) +W0 (23)

Uidb(X(t)) =
Vm0 ·Gtb + Vmx ·Gtb ·X(t)

Km +Gtb
(24)

として与えられる. この近似の様子を Fig. 2 (a) に示
す. 図からも分かるように, この近似では Uid を実際よ
りも多く見積もることになる. Uid は血糖値を減少させ
る項である. そのため, グルコース濃度が平衡値よりも
高い範囲では, 近似により Uid を多く見積もったとして
も平衡点に向かうにつれて誤差は収束していく. 一方
で, グルコース濃度が平衡値よりも低い範囲では, 近似
により Uidを多く見積もると誤差が広がっていくことに
なる. そのため, 低血糖時の誤差を少なくするように近
似することで, 全体としての誤差を小さくすることがで
きる. ここでは, 低血糖時の応答を重視するためにW (t)

を 5/4倍した値を Gt 方向の傾きとして, 双線形近似す
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(a) Bilinear approximation of Uid linearized around Gt =
Gtb given X ∈ [0, 400], (22)式

(b) Improvement of the bilinear approximation of Uid, (25)
式

Fig. 2: Bilinear approximation of the Michaelis-Menten

formula. The UVA/Padova model is represented by the

red surface and its bilinear approximation by the blue

surface.

る (Fig. 2 (b)参照).

Ûid(t) =
5

4
·W (X(t))·(Gt(t)−Gtb)+Uidb(X(t)) (25)

4.2 消化吸収式の簡略化
UVA/Padovaモデルの胃内グルコース排出係数 kgut は
tanh関数によって記述される非線形項 ((15)式)である.

線形システムに置き換える場合, kgutが表現する食事後
の血糖値の揺れが除去されることはやむを得ない. ここ
では食事吸収式全体で低次元化をしつつ, 患者ごとに線
形化パラメータを選ぶことで精度を保った簡略化を行う.

胃 (個体状態), 胃 (液体状態), 腸の 3つのコンパート
メントから構成される UVA/Padovaモデルの消化吸収
式 ((11)-(16)式)を, 消化管全体を 1つのコンパートメ
ントとして以下の 1次遅れ系で近似する (Fig. 3参照).

˙̂
Q(t) = −k · Q̂(t) + d(t) (26)

R̂a(t) =
f · k · Q̂(t)

BW
(27)

Q̂は消化管内全体のグルコース量であり, k[1/min]はグ
ルコースの血漿吸収速度定数である. また, f,BW は

Stomach

Intestine

UVA/Padova model Approximate model

Qsto1

Qsto2

Qgut

Circulation

Meal

Stomach

Intestine

Circulation

Meal

Q

Fig. 3: Schematic of the approximation of the glucose

absorption equation

UVA/Padova モデルと同義である. k は, 患者ごとに
UVA/Padovaモデルとの血糖値応答の誤差が最も小さ
くなる値を最小二乗法により求め, 採用する.

4.3 インスリンコンパートメントの簡略化
UVA/Padovaモデルのインスリン動態は, 肝臓コンパー
トメントと血漿コンパートメントで記述されている ((17),

(18)式). コンパートメント間の移動速度は, システム全
体の時定数にくらべて速い. そこでここでは, 血漿コン
パートメントのみに簡略化することを考える ((28)式).

İp(t) = −m · Ip(t) + ka1 · S1(t) + ka2 · S2(t) (28)

速度定数であるmは, 定常インスリンを持続注入したと
き, 平衡状態でのインスリン濃度が平衡値 Ibと等しくな
るように次式によって定める.

m =
ib

Ib · VI ·BW
(29)

ただし, 各定数は UVA/Padovaモデルと同義である.

4.4 その他の非線形項
UVA/Padovaモデルには体内グルコース産生EGP ((3)

式) と腎臓によるグルコース排出 E ((7) 式) にも非線
形項が存在するが, 応答に対する影響は小さい. そこで
EGP の最大値演算子は取り除き, E = 0として扱う.

4.5 双線形モデルの状態方程式
状態が 12次元の UVA/Padovaモデルと比べ, 双線形近
似モデルの状態は 9次元であり, 非線形項はグルコース
利用式の双線形項 ((25)式)の１つのみである.

グルコースシステム
Ġp(t) = EGP (t) + R̂a(t)− Uii(t)

− k1 ·Gp(t) + k2 ·Gt(t)
(30)

Ġt(t) = −Ûid(t) + k1 ·Gp(t)− k2 ·Gt(t) (31)
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内因性グルコース産生
EGP (t) = kp1 − kp2 ·Gp(t)− kp3 · Id(t) (32)

(4), (5) 式
インスリン非依存のグルコース利用
(6) 式

インスリン依存のグルコース利用
(25), (23), (24), (10) 式　

消化吸収式
(26), (27) 式

インスリンシステム
(28) 式

皮下インスリン動態
(19), (20) 式

5. 双線形切り換えモデル
双線形モデルでは,消化吸収式は線形に近似するため,食
事後の複雑な動態は取り除かれる. 本節では, 胃内グル
コース排出係数 kgut の非線形性を 2つの線形切り換え
システムとして捉え, 非線形特有の動態を保って近似し
たモデルを考える. 以降, 双線形切り換えモデルと呼ぶ.

Fig. 4: Gastric emptying coefficient kgut as func-

tion of the amount of glucose in the stomach Qsto in

UVA/Padova model (red line) and the proposed bilin-

ear switched model (blue line).

UVA/Padovaモデルの胃内グルコース排出係数kgut((15)

式)は, Fig. 4の赤線ような形をしている. 胃内グルコー
ス量Qstoの値によって kgutは連続的に変化するが,ここ
では Fig. 4の青線のように, 大きく分けて kgut = kmax,

kgut = kminとなる 2つのモードに分けることを考える.

5.1 双線形切り換えモデルの状態方程式
消化吸収式以外は, 双線形モデルの状態方程式 (4.5節)

と同様とする.

消化吸収式
Q̂sto(t) = Q̂sto1(t) + Q̂sto2(t) (33)

˙̂
Qsto1(t) = −kgri · Q̂sto1(t) + d(t) (34)

˙̂
Qsto2(t) = −k̂gut(t) · Q̂sto2(t) + kgri · Q̂sto1(t) (35)

˙̂
Qgut(t) = −kabs · Q̂gut(t) + k̂gut(t) · Q̂sto2(t) (36)

k̂gut =

{
kmax if Q̂sto < Qd or Qb ≤ Q̂sto

kmin if Qd ≤ Q̂sto < Qb
(37)

R̂a(t) =
f · kabs · Q̂gut(t)

BW
(38)

ただし, Qb, Qd は状態の切り換え点である.

5.2 状態の切り換え点の決定
状態の切り換え点をどう設定するかで, 近似の精度は大
きく変わってくる. ここでは, 以下の式を満たす切り換
え点 Qb, Qd を採用する.

Qb = D −
∫ tsw1

t0

kmaxQ̂sto2(t)dt (39)

Qd = Qb −
∫ tsw2

tm1

kminQ̂sto2(t)dt (40)∫ tm1

t0

kgutQsto2(t)dt =∫ tsw1

t0

kmaxQ̂sto2(t)dt+

∫ tm1

tsw1

kminQ̂sto2(t)dt

(41)

∫ tm2

tm1

kgutQsto2(t)dt =∫ tsw2

tm1

kmaxQ̂sto2(t)dt+

∫ tm2

tsw2

kminQ̂sto2(t)dt

(42)

(41), (42) 式は, UVA/Padovaモデルの kgut が kgut ≃
kminまたは kgut ≃ kmaxとなる時刻 tm1, tm2において,

UVA/PadovaモデルのQstoと双線形切り換えモデルの
Q̂sto の値が一致する条件を示している. (41), (42)式を
満たす tsw1, tsw2を (39), (40)式に代入することで, 切り
換え点 Qb, Qd が求まる. ただしここで, t0 は食事時刻,

tsw1, tsw2 は状態が切り替わる時刻, Qb, Qd はそのとき
の Q̂stoの値である. また, 食事はインパルス的に入力さ
れ, 食事開始時 Qsto = 0であると仮定する.

tsw1, tsw2ならびにQb, Qdを解析的に求めることはで
きないため, 数値的に計算した切り換え点Qb, Qdのデー
タから, 関連するパラメータ kmax, kmin, b, d,D による
非線形回帰を行い, 各パラメータから陽に Qb, Qd を求
める式を導入した.

Qb = bD −Rb(1− b)D (43)

Qd = dD +RddD (44)

Rb = −0.588 exp(−27.4kmax)

+ 0.587 exp(−138kmin)− 0.147b+ 0.469
(45)

Rd = −0.622 exp(−30.0kmax)

+ 0.657 exp(−125kmin)− 0.0656b+ 0.205
(46)
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(a) Subject:51

(b) Subject:54

Fig. 5: Comparisons of UVA/Padova model and the

approximate models. The glucose traces are simulated

for two different subjects: subject 51 and subject 54.

Each subject received the same amounts of glucose (75

g) but a different amount of insulin, which is computed

by the CHO ratio.

6. 各モデルの応答比較
以上で示した, UVA/Padovaモデルを含む 4つのモデル
の応答を Fig. 5に示す. Subject : 51と Subject : 54の
パラメータを用いて, 同時にグルコース 75gと適量イン
スリンを投与するシミュレーションを行った. インスリ
ン量は, 患者ごとに設定されているグルコース-インスリ
ン比 (CHO ratio)を用いて食事量から計算している.

双線形モデルは線形モデルに比べて誤差は小さく, 線
形モデルに見られた低血糖時の下振れや高血糖時の上振
れがミカエリスメンテン式の双線形近似によって改善さ
れている. 一方で, 消化吸収式の非線形性は再現できて
いないため, 食事後の血糖値の揺れが見られる時刻では
誤差が大きくなっている. 双線形切り換えモデルでは,

食事吸収項の非線形性を 2つの切り換えシステムとして
近似したことで, 双線形モデルでは再現できなかった食
事後の血糖値の揺れが再現されており, 精度よく近似す
ることができている.

7. おわりに
UVA/Padovaモデルを簡略化した 3つのモデルを示し,

血糖値応答の比較を行った. 双線形モデルはハイブリッド
双線形モデルに比べると精度は落ちる. しかし, UVA/Pa-

dova モデルに比べて 3次元だけ低次なモデルであり, 非
線形性も小さい. 他のモデルと比べて制御やモデル推定
の計算に対して優位であると考えられる. 一方, ハイブ
リッド双線形モデルは精度はよいものの, 切り換えシス
テムを内部に含んでおり, 実装の難易度は双線形モデル
よりも高い. しかし, UVA/Padovaモデルに比べて非線
形性は緩和されており, これまでとは異なる制御則を用
いたアプローチが可能になると期待される.
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