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Abstract– This paper investigates the mathematical model of the glucose-insulin dynamics for type 1
diabetes mellitus, which is obtained by extending the Subcutaneous Oral Glucose Minimal Model (SOGMM)
to a switching system in order to simulate nonlinearity of the glucose dynamics in the gastrointestinal tract.
This model is capable of accurately simulating the actual response of blood glucose while maintaining a low
level of complexity. The utility of this model is demonstrated through numerical experiments of parameter
estimation for the time response of UVA/Padova model, which is accepted by the United States Food
and Drug Administration as a substitute to animal trials for the pre-clinical testing. This experiments is
conducted using data from ten subjects, and in each case, it is shown that parameter estimation can be
performed with high accuracy.
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1 はじめに
糖尿病は，体内の血糖値調節機構に不具合が生じ，恒
常的に血漿中の糖濃度（血糖値）が高くなる病気であ
る．血糖値が高い場合，体内でのインスリンホルモン
の分泌が加速される．これにより肝臓や筋肉，脂肪組
織への糖（グルコース）吸収が促進され，血糖値は基
礎値へと回復する．１型糖尿病の場合，自己免疫疾患
によりインスリン分泌を担うランゲルハンス島 β 細胞
が破壊され，体内でのインスリン分泌が停止する．そ
のため，１型糖尿病患者には外部インスリン投与によ
る治療が行われる 1)．
血糖値は，常に一定の範囲内 (70∼180 mg/dl) に保
つことが望まれる．適切なインスリン投与量を決定す
るには，食事やインスリンの入力に対し，血糖値の時系
列予測値を出力するグルコース–インスリン動態モデル
が必要である．グルコース–インスリン動態は個人差，
さらには時間差により大きく異なり，この変動に対応
することが求められる 2)．つまり，患者個人の血糖値
データによりモデルに含まれる代謝パラメータを推定
可能であることが望まれる．現在開発されているイン
スリン–グルコース動態モデルは，データ駆動モデルと
生理学モデルの 2 つに大別される．データ駆動モデル
では，個人の血糖値データから機械学習手法を用いて
モデル構築を行う．特徴である高い表現性により，動
態の変動性を捉えることが可能であると考えられる 3)．
しかし，データ量が十分でない場合や，データが存在
しない事故的な状況では誤った出力となる可能性があ
る．一方, 生理学モデルは，生理学的知識をもとに，薬
物動態学を用いて構築される．そのため，モデルの状
態変数やパラメータは物理的な意味をもって解釈する
ことが可能である．また，表現性はデータ駆動モデル

Fig. 1: Subcutaneous Oral Glucose Minimal Model

に対して劣るものの，特異な状況を含む多様な状況に
対してモデルの信頼性は高い．安全性を保証するため
には，生理学モデルは不可欠である．
UVA / Padova Type-1 Diabetes Simulator 4)は，臨
床試験前段階での動物実験の代替として，2008年に米
国食品医薬品局 (U. S. FDA, United States Food and

Drug Administration) の承認を受けている．UVA /

Padova モデルは，このシミュレータに含まれるグル
コース–インスリン動態の生理学モデルである．2013

年にはグルカゴンの効果を追加したモデル 5) が FDA

に承認されているほか，2018年には 1日のインスリン
感受性の変動を模擬する改良が加えられている 6)．こ
れらのモデルは，血糖値応答の精緻な模擬を目的に，高
次で複雑な非線形システムとして記述されている．こ
の複雑さと非線形性のため，入力の食事データと出力
の血糖値データから代謝パラメータの推定を数値的に
行うことは難しい．
文献 7)では，Subcutaneous Oral Glucose Minimal

Model (SOGMM) 8) を用いたパラメータ推定を行って
いる．このモデルは，Minimal Model 9) に経口による食
事吸収, ならびにインスリンの皮下投与を表すブロック
を追加したモデルである．SOGMMはUVA / Padova

モデルにに比べ，低い複雑性を有する反面低精度であ



Table 1: Parameters of SOGMM
Symbol Explanation Nominal value Unit

kτ Meal transport rate 0.08930 1/min

kγ Meal absorption rate 0.01193 1/min

f Fraction of intestinal absorption 0.90000 dimensionless

BW Body weight

kd Subcutaneous insulin transport rate 0.02000 1/min

kcl Plasma insulin transport rate 0.9088 1/min

VI Distribution volume of insulin 0.06005 L/kg

SG Fractional glucose effectiveness 0.01000 1/min

Gb Basal glucose concentration mg/dl

VG Distribution volume of glucose 1.6000 kg/dl

p2 Remote insulin transport rate 0.02000 1/min

SI Insulin sensitivity 1/min per mU/L

Ib Basal insulin concentration mU/L

る．一方，文献 10)では，UVA / Padovaモデルの非
線形性を，線形の切り換えシステムとして近似したグ
ルコース–インスリン動態モデルを提案している．
本稿では，これらのモデルを組み合わせ，低い複雑性
と高い精度を併せ持つ切り換え SOGMM(SSOGMM)

を提案する．さらに，UVA / Padovaモデルの入出力
データを利用し，代謝パラメータ推定を行うことで，こ
のモデルの有用性について検討する．
2 グルコース–インスリン動態モデル
本節では，まず SOGMM について説明したのち，

SOGMMの消化管サブモデルを線形の切り換えシステ
ムとして書き換えた，切り換え SOGMM (SSOGMM)

を提案する．
2.1 SOGMM

SOGMM 8)は，グルコース代謝のモデルであるMin-

imal model 11)に，経口による食事吸収，ならびにイン
スリンの皮下投与を表すブロックを追加した生理学モデ
ルであり，以下の (1)∼(9)式により構成される．Fig. 1

に，SOGMMの模式図を示す．
消化管サブモデル—経口摂取されたグルコースの消化
管内の動態は次の 2–コンパートメントモデルで記述さ
れる．

Q̇1(t) = −kτ ·Q1(t) + dmeal(t) (1)

Q̇2(t) = −kγ ·Q2(t) + kτ ·Q1(t) (2)

Q1(t) [mg] と Q2(t) [mg] が消化管内の 2–コンパー
トメントを表し，kτ [1/min] はコンパートメント間
の速度定数，kγ [1/min] はグルコースの吸収速度
定数，dmeal [mg/min] は時刻 t におけるグルコー
ス摂取速度である．血漿中へのグルコース吸収速度
Ra(t) [mg/kg/min] は消化管サブモデルから (3)式で
定義される．

Ra(t) =
Q2(t) · kγ · f

BW
(3)

ここで，f [dimensionless] は実際に血漿中に吸収され
るグルコースの割合を，BW [kg] は体重を表す．

皮下インスリン動態サブモデル—皮下から血漿中への
インスリン動態は以下の 3–コンパートメントモデルで
記述される．

İsc1(t) = −kd · Isc1(t) + uins(t) (4)

İsc2(t) = −kd · Isc2(t) + kd · Isc1(t) (5)

İp(t) = −kcl · Ip(t) + kd · Isc2(t) (6)

ここで, Isc1(t) [mU] と Isc2(t) [mU] は皮下インスリン
の 2–コンパートメントであり，Ip(t) [mU] は血漿イン
スリン量である．kd(t) [1/min] と kcl(t) [1/min] は皮
下インスリン動態の速度定数であり，uins(t) [mU/min]

は時刻 t におけるインスリン入力速度である．血漿イ
ンスリン濃度 I(t) [mU/L] は 血漿インスリン量 Ip(t)

によって表され，(7)式で定義される．

I(t) =
Ip(t)

VI ·BW
(7)

ここで, VI [L/kg] はインスリンの分布容積である．
Minimal model—グルコース代謝は次の 2–コンパー
トメントモデルで記述される.

Ġ(t) = −(SG +X(t))·G(t) + SG ·Gb+

(
Ra(t)

VG

)
(8)

Ẋ(t) = −p2 ·X(t) + p2 · SI · (I(t)− Ib) (9)

ここで，G(t) [mg/dl] は血漿グルコース濃度（血糖
値），Gb [mg/dl] は血漿グルコースの基礎濃度を表
す．SG [1/min] はグルコース排出やグルコース産生抑
制効果の割合を，VG [kg/dl] はグルコースの分布容積
を表す．X(t) [1/min] は遠隔インスリンの割合であり，
p2 [1/min] は遠隔インスリンコンパートメントの速度
定数，SI [1/min per mU/L] はインスリン感受性を表
すパラメータ，Ib [mU/L] は血漿インスリンの基礎濃
度である．
各パラメータのノミナル値については，Table 1にま
とめて記載する．ただし，BW,Gb は患者毎に測定さ
れる値であり，SI については 1日総インスリン量を用



Fig. 2: Gastric emptying coeeficient kgut of

UVA/Padova (solid line) versus switched model (dot

line).

いて以下の式から求まる．

SI = exp (−6.4417− 0.063546 · TDIwhole

+0.057944 · TDIbasal) (10)

ここで，TDIwhole [U] は 1日に投与した総インスリン
量であり，TDIbasal [U] は基礎インスリンの 1日総量
である．Ib については，その他のパラメータから，空
腹状態かつ基礎インスリン持続投与時の I の平衡値と
して得られる．
2.2 SSOGMM

実応答では，消化管からのグルコースの吸収率は時
間経過により非線形に変化する 12)．精緻なモデルであ
る UVA / Padovaモデルでは，この動態を模擬するた
めに，消化管内のグルコース動態を以下の非線形 3–コ
ンパートメントモデル ((11)∼(16)式)によりモデル化
している．

Q̇sto1(t) = −kgri ·Qsto1(t) + dmeal(t) (11)

Q̇sto2(t) = −kgut(t) ·Qsto2(t) + kgri ·Qsto1(t) (12)

Q̇gut(t) = −kabs ·Qgut(t) + kgut(t) ·Qsto2(t) (13)

Ra(t) =
f · kabs ·Qgut(t)

BW
(14)

kgut(t) = kmin +
kmax − kmin

2

· {tanh[α · (Qsto(t)− b ·D)]

− tanh[β · (Qsto(t)− d ·D)] + 2} (15)

Qsto(t) = Qsto1(t) +Qsto2(t),

α =
5

2 ·D · (1− b)
, β =

5

2 ·D · d
,

D = Qsto(t̄) +

∫ t̄f

t̄

dmeal(τ)dτ (16)

ここで，Qsto1(t) [mg], Qsto2(t) [mg], Qsto3(t) [mg]

はそれぞれ消化管内の 3–コンパートメントを表し，
kgri [1/min], kgut(t) [1/min] はコンパートメント間の

速度係数，kabs [1/min] はグルコースの吸収速度定数
である．また，t̄ [min] は食事開始時刻，t̄f [min] は
食事終了時刻である．kgut(t) は Qsto1(t), Qsto2(t) の
和である Qsto(t) によって決まる時変パラメータで
あり，これにより実応答の非線形性が模擬される．
b[dimensionless], d[dimensionless], kmax[min], kmin[min]

はそれぞれ kgut(t) の推移を決定するパラメータであ
る（Fig. 2の実線参照）．
一方，SOGMMでは，消化管内の動態は線形 2–コン
パートメントモデル ((1)∼(3)式)としてモデル化され
る．そのため，この非線形性を捉えることができない．
文献 10)では, kgut(t) を，(17)式に示す線形の切り
換えシステムに置き換えることで，精度よく近似可能
であることを示している（Fig. 2の点線参照）．

kgut(t) =


kmax if Qsto(t) < Qsd

or Qsb ≤ Qsto(t)

kmin if Qsd ≤ Qsto(t) < Qsb

(17)

Qsb, Qsd はそれぞれ患者パラメータから求まる kgut(t)

の切り換え点である1．
そこでここでは，SOGMM の消化管サブモデルを

(11)∼(14), (17)式による線形の切り換えシステムに拡
張することを考える．ただし，コンパートメント数は 2

のままとするため，Qgut によるコンパートメント ((13)

式)は省略する．このとき，(1)∼(3)式は kγ が定数で
あることを除けば (11), (12), (14)式と同様である．つ
まり，この拡張は，SOGMMの kγ を以下の (18), (19)

式によって時変数として再定義することで得られる．

kγ(t) =

{
kγ1 if Q(t) < Qs1 or Qs2 ≤ Q(t)

kγ2 if Qs1 ≤ Q(t) < Qs2
(18)

Q(t) = Q1(t) +Q2(t) (19)

kγ(t) がとりうる 2値 kγ1, kγ2と，モードの切り換え点
Qs1, Qs2 は，新たなモデルパラメータである．こうし
て得られた (1)∼(9), (18), (19)式で構成されるモデル
を，切り換え SOGMMモデル (SSOGMM)と呼ぶ．ま
た便宜上， kγ = kγ1 となるときをモード 1, kγ = kγ2
となるときをモード 2と呼ぶことにする．

3 パラメータ推定
本節では，2節で説明した SOGMM，SSOGMMを
用いて，モデルの代謝パラメータの推定について検討
する．

3.1 SOGMMによるパラメータ推定
SOGMM を前進オイラー法によって離散化し, 以下
の非線形差分方程式の形式にまとめる．サンプリング

1Qsb, Qsd の決定方法は，文献 10) を参照のこと．



周期は文献 7)と同様に 5 min とする．

x(k + 1) = f(x(k), u(k), θv, θf) (20)

ŷ(k) = Cx(k) (21)

x(k) = [G(k) X(k) Q1(k) Q2(k)

Isc1(k) Isc2(k) Ip(k)]
⊤

(22)

u(k) = [uins(k) dmeal(k)]
⊤

(23)

θv = [Gb Ib SI kτ kγ

kd kcl Sg VG p2]
⊤

(24)

θf = [BW f VI] (25)

C = [1 0 0 0 0 0 0] (26)

ここで, k ∈ Z は離散時刻であり, x(k) ∈ R7 は状態ベ
クトル, u(k) ∈ R2 は入力ベクトル, θv ∈ R10, θf ∈ R3

はパラメータベクトルである．SOGMM のパラメータ
のうち，BW は既知であり，また，f, VI は患者によら
ないノミナル値をとることとする．推定時に固定であ
るパラメータを θf , それ以外のパラメータを θv とした．
また, このモデルにより予測される出力を ŷ(k) ∈ R と
する．
今，N ステップ分の血糖値，入力値データが利用可
能であるとする．k = 0 ∼ N における血糖値予測値と
k = 0 ∼ N − 1 における入力値をそれぞれ

ŷ = [ŷ(0) ŷ(1) · · · ŷ(N)] ∈ RN+1 (27)

u = [u(0) u(1) · · · u(N − 1)] ∈ R2×N (28)

としてまとめて書くことにすれば，血糖値予測値は

ŷ = F(u, x0, θv, θf) (29)

としてまとめて書くことができる. ただし，x0 = x(0)

である．ここで，k = 0 ∼ N における血糖値データを

y = [y(0) y(1) · · · y(N)] ∈ RN+1 (30)

とすれば，最適なパラメータ推定値 θ∗v は，以下の非線
形計画問題の解として得られる．

{θ∗v, x∗
0} = argmin

θv, x0

‖y −F(u, x0, θv, θf)‖2 (31)

ただし, ‖ · ‖2 はユークリッドノルムを表す．
3.2 SSOGMMによるパラメータ推定
SSOGMM の内部には条件式が含まれており，この
ままパラメータ推定を行うことは難しい．しかし，モー
ドが切り換わるタイミングが既知であれば，SOGMM

と同様の非線形計画問題として扱うことができる．時刻
60 min に 75 g のグルコースと 適量インスリンを投与
したときの血糖値応答，血糖値応答の加速度，モード遷
移を Fig. 3に示す．血糖値応答は，UVA / Padova モ
デルの応答であり，モード遷移は UVA / Padova モデ
ルの kgut(t) ((15)式)を (17)式で置き換えたモデルに
よって得られたものである．ただし，kgut(t) = kmin と
なるときをモード 1, kgut(t) = kmax となるときをモー

Fig. 3: Blood glucose response from UVA/Padova

model and second derivative of Blood Glucose are

compared with the mode transition timing. 75g of

glucose and an appropriate amount of insulin were

administered at 60 minutes. The mode transition fol-

lows the linear switching model described in 10).

ド 2としている．血糖値応答の加速度の極値に対して，
モードの切り換わるタイミングはおおよそ一致する．つ
まり，モードの切り換わるタイミングは，血糖値デー
タから識別することが可能であると考えられる．そこ
でここでは，N ステップ分の時刻 K = {0, 1, · · · , N}
からモード集合 M = {1, 2} への対応

L : K 7→ M (32)

が与えられているとする．
この仮定のもと，SSOGMMを 3.1節と同様の条件で
離散化し，以下の非線形差分方程式の形式にまとめる．

x(k + 1)=


f(x(k), u(k), θvS, kγ1, θf)

if L(k) = 1

f(x(k), u(k), θvS, kγ2, θf)

if L(k) = 2

(33)

θvS = [Gb Ib SI kτ kd kcl Sg VG p2]
⊤

(34)

(21) ∼ (23), (25), (26)式

ここで，θvS ∈ R9 はモード 1, 2で共通なパラメータを
まとめたベクトルであり，ここにモード 1, 2で切り替
わる kγ1, kγ2 を含めたベクトルを θvU ∈ R11 とする．
このとき，k = 0 ∼ N における血糖値予測値 ŷ ∈ RN

は,

ŷ = G(u, x0, θvU, θf , L) (35)

としてまとめて書くことができる．このとき，3.1節と
同様の議論により，最適なパラメータ推定値 θ∗vU は，
以下の非線形計画問題の解として得られる．

{θ∗vU, x∗
0} = argmin

θvU, x0

‖y − G(u, x0, θvU, θf , L)‖2 (36)



Fig. 4: Blood glucose predictions from identified dynamics using SOGMM (red line) versus SSOGMM (blue

line) are compared with the output from the UVA/Padova model (green line).

L は，ここでは UVA / Padova モデルのシミュレー
ションデータから設定する．(11)∼(16)式を用いて消化
管内部のシミュレーションを行い，

L(k) =


1 if d ·D < Qsto(k) ≤ b ·D
2 if Qsto(k) ≤ d ·D

or b ·D < Qsto(k)

(37)

を満たすように設定する．血糖値応答のデータからモー
ドの推定を行う問題は，今後の課題とする．
4 数値実験
UVA/Padovaモデルのシミュレーションから得られ
た血糖値応答データを用いて，SOGMM, SSOGMMの
パラメータ推定を行う．UVA / Padpvaモデルのパラ
メータは，米国の特許公報 13)に記載の，成人 10人分
(Subject: 51∼60)のパラメータを用いる．
4.1 問題設定
7時に 45g, 13時に 75g, 19時に 65g のグルコース
を摂取し，同時に適量インスリンを投与する．4日分
(N = 1152)のシミュレーションを行い，血糖値データ
と入力データを生成した．適量インスリンは，患者ご
とのパラメータであるグルコース–インスリン比を用い
て，食事量から求まる．ただし，Subject: 52, 54, 56,

58 においては過度な低血糖となる場合があるため，手
動でインスリン量を調整した．
以上のテストデータを用いて，(31), (36)式によるパ
ラメータ推定問題を実行する．非線形計画ソルバーに
は，Casadi / IPOPT14) を用いる．パラメータの初期
推定解には，SOGMMのノミナルパラメータ (Table 1)

を設定する．SSOGMMの kγ1, kγ2 には，SOGMMの
kγ のノミナル値をそのまま用いる．ただし，BW,Gb

には UVA / Padovaモデルの患者パラメータを用い，

SI はシミュレーションシナリオの 1日総インスリン量
を用いて計算を行った．また，Ib はUVA / Padovaモ
デルの患者パラメータから得られる基礎インスリン量
を用いて計算した．x0 の初期推定解には，ノミナルパ
ラメータを用いた SOGMMに基礎インスリンを持続投
与し，空腹状態のときの平衡点の値を用いる．
4.2 結果
血糖値応答の観測データと，推定されたパラメータに
よる血糖値応答の予測値の比較を Fig. 4に示す．ただ
し，紙面の節約のために，ここでは Subject: 51, 54, 59

の結果を示す．また，観測データと予測値の平均二乗平
方根誤差 (RMSE)を Table. 2に示す. SOGMMでは，
血糖値応答の概形は捉えることが可能である．しかし，
UVA / Padovaモデルの応答に見られる，食事後の血
糖値の振れは捉えることができない．SSOGMMでは，
SOGMMの消化管ブロックを切り換えシステムへと拡
張したことで，UVA / Padovaモデルの非線形性を捉え
ることが可能であり，食事後の血糖値の振れも精度よく
予測している．Subject: 53 のような非線形性の影響が
小さいパラメータに関しては，SOGMMと SSOGMM

の性能にほとんど差は生じない．一方，Subject: 51, 59
に示すような，非線形性の影響が大きいパラメータに
関しては，SOGMMに比べて SSOGMMの性能向上が
顕著である．RMSEの平均値は，SOGMMでは 3.88

mg/dl に対して SSOGMMでは 1.79 mg/dl まで改善
される．
5 おわりに
本稿では，SOGMMの消化管ブロックを切り換えシ
ステムに拡張し，精度を向上させた SSOGMMを提案
した．また，SOGMM，SSOGMMを用いた非線形パラ
メータ推定について検討した．数値実験では，SOGMM

に比べて SSOGMMの予測性能が大きく向上すること



Table 2: Root Mean Squared Error (mg/dl)

Subject number

Model 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60 Median IQR Mean

SOGMM 4.47 2.44 2.69 4.78 4.22 9.14 3.06 3.07 3.53 1.43 3.3 1.77 3.88

SSOGMM 1.81 1.04 2.47 1.89 3.14 1.64 1.40 1.20 1.57 1.75 1.69 0.49 1.79

が示された．ただ，今回の結果は各時刻におけるモー
ド遷移が既知であるという仮定に基づいている．適切
なモードの切り換え点を血糖値応答から推定する手法
を確立することが必要である．
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